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1. EINLEITUNG

Die Elemente einer Menge A eines linearen normierten Raumes X seien
durch Elemente eines n-dimensionalen Teilraumes L zu approximieren. Die
Abweichung

dy(A, L) == sup inf || x — y|| = supd(x, L) (1.1)
x€A4 yel XEA

gibt an, wie gut dies méglich ist; dabei ist

d(x, L) := inf || x — | (1.2)
YEL

der Abstand eines Elementes x vom Teilraum L. Als Mass fiir die Giite der
Approximierbarkeit der Menge A4 in Raume X durch n-dimensionale
Teilriume fithrte A. Kolmogorov [7] den Begriff des n-dimensionalen
Durchmessers ein, der wie folgt definiert ist

X [ :
dX(4) = inf dy(4, L). (1.3)

Das Infimum lduft dabei iiber alle n-dimensionalen Teilrdume L C X.
Teilrdume L der Dimension n mit d,(4) = dy(4, L) werden extremal
genannt. Die Kenntnis eines extremalen Teilraumes L liefert eine in gewissem
Sinne beste Approximationsmethode, doch in praktischen Fillen miisste
man dann auch wissen, wie zu jeden Element x € 4 ein Element x, € L mit
I x — xgll == d(x, L) zu finden ist, was numerisch schwierig sein kann.

Um diese Schwierigkeiten zu umgehen kann man fragen, wie die Elemente
x der Menge A durch Elemente Px eines n-dimensionalen Teilraumes L C X’
approximierbar sind, wenn nur lineare Approximationsoperatoren P : 4 — L
zugelassen werden. Eine untere Schranke fiir die Giite der Approximation ist
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der n-dimensionale /ineare Durchmesser von A, der von V. Tihomirov [15]
eingefithrt wurde:

d,(4) = o0 inf sup| x — Px|. (1.4)

nPX—>Lx

Das eine Infimum ist iiber alle n-dimensionalen Teilriume L C X, das andere
iiber alle linearen Operatoren P, die X in L abbilden, zu erstrecken. Nun lisst
sich jeder lineare Operator P: X — L in der Form Px = ¥, fi(x) x; mit
einer Basis x; ,..., x, von L und » linearen auf X definierten Funktionalen
f1.--».fn darstellen. Aus diesem Grunde ist leicht einzusehen, dass

d,'(4) = dy"(A)
gilt bei
dy(4) = inf sup I x il (1.5)
fisenes fpeX’ fi(X):Ox,Eijl ..... n

Hierbei ist das Infimum iiber alle #n-Tupel linearer Funktionale aus X', dem
algebraischen Dualraum von X, zu bilden. Nach V. Tihomirov {14, 15] wurde
die Grosse dy™(A), der Durchmesser der Ordnung n, von Gel’fand eingefiihrt.
Tihomirov lésst bei der Bildung des Infimums nur stetige lineare Funktionale
zu, doch erweist es sich in der vorliegenden Arbeit als zweckmdssig, diese
Einschriankung nicht zu machen.

In Satz 1 dieser Arbeit wird die Existenz von » in dem Sinne optimalen
Funktionalen f; ...., f,, gezeigt, durch die das Infimum in (1.5) angenommen
wird. Der Satz 2 behandelt eine wichtige Anwendung von Satz 1, nimlich den
Fall, dass ein Hilbertraum H mit Norm || - || in einem normierten Raum X
mit Norm | - | stetig eingebettet ist. Es wird die Existenz eines optimalen
Operators P, : H— L, gezeigt, der in einen n-dimensionalen Teilraum L,
abbildet, so dass

[x — Pux| <d*|x] (1.6)

gilt und es keinen linearen Operator Q : H— M, gibt mit M, C X und
dim M, = n, der einer Beziehung (1.6) mit einer Konstanten <d” geniigt.
Die optimale Konstante d” ist dabei der Durchmesser der Ordnung » der
Einheitskugel Sy = {xe H|| x|| <1} genommen in Raum X. Uberdies
kann P, bei passend gewahltem L, als Orthogonalprojektor auf L, gewéhlt
werden. In Satz 3 wird bewiesen, dass der Durchmesser der Ordnung » der
duale Begriff zum n#-dimensionalen Durchmesser ist. Dies wird in Satz 4 auf
einen dem Satz 2 analogen Fall iibertragen und ein Zusammenhang zwischen
optimalen Orthogonalprojektoren und gewissen extremalen Unterrdumen
hergestellt. Mit Hilfe von Satz 4 und einer Methode von Rudin [11] kénnen
Grossenordnungen von Durchmessern der Ordnung n erhalten werden, was
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in Satz 5 an einem Beispiel durchgefiihrt wird. Damit wird auch eine Frage
von Nitsche in [10] beantwortet. Dort werden neue Fehlerabschitzungen fiir
ein Differenzenverfahren zur Losung der Gleichung

du=f, ue W2Q) N W,N(Q)

fiir den Musterfall eines Quadrates Q C R? angegeben. Unter anderem wird
die Abschitzung

lu— Ru| <1/ (1.7)

allein unter der Voraussetzung fe L,(Q) erhalten. Dabei liegen die
Naherungen R,u in TeilrAumen der Dimension »%, |u| bezeichnet die
Maximums- und || [} die Ly(Q)-Norm. Aus Satz 5 ldsst sich schliessen, dass
es keine linearen Niherungsoperatoren gibt, die die Abschitzung (1.7)
abgesehen von der Konstanten ¢ verbessern.

2. EXISTENZSATZE

Seien f; ,..., f, lineare Funktionale aus X', dem algebraischen Dualraum
eines linearen normierten Raumes X und sei

G ={xeX|filx) =" =fulx) =0}
Nach V. Tihomirov [14], [15] fithren wir die Bezeichnung
xedNG

ein. Fiir den Durchmesser der Ordnung » (1.5) einer Menge 4 C X kénnen
wir dann schreiben

d" = dy(4d) = inf A4, G), 2.2)

codimG=n

wobei das Infimum {iber alle Teilriume G von X der Kodimension » lduft.!
Wir wollen zusitzlich verabreden

d® = dy%A) := sup | x| (2.3)

X€A4

LemMA 1. Sei X, ein linearer Teilraum von X und A C X, . Dann gilt
dy™(4) = dy(A4). 2.9)

1 Es sei stets dim X > n vorausgesetzt,
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Beweis. Das Lemma ldsst sich unmittelbar aus den Definitionen und der
bekannten Tatsache ableiten, dass sich auf einem Teilraum definierte lineare
Funktionale zu solchen auf den ganzen Raum definierten erweitern lassen.
Uber die Menge A werde im folgenden immer vorausgesetzt, dass sie
symmetrisch zum Nullpunkt? konvex und beschriankt ist. Auf der linearen
Hiille sp 4 von A ist dann durch das Minkowski-Funktional

px):=inf{a |axe A, a > 0}, xesp A (2.5)

eine zweite Norm erkldrt, die wir kurz p-Norm nennen wollen. Zur Unter-
scheidung nennen wir die vorgegebene Norm auch oft O-Norm. Entsprechend
bezeichnen wir mit X* bzw. X (fiir sp 4 = X) die topologischen Dualrdume
beziiglich der O- bzw. der p-Norm und mit || - || bzw. || ||, die dort induzierten
Normen. Da 4 in der O-Norm beschrinkt vorausgesetzt ist, gilt (vgl. (2.3))

| x| < d%(x) fiir alle xesp 4. (2.6)

Fir die folgenden Lemmata sei sp A = X vorausgesetzt. Unter Heran-
ziehung von p kénnen wir auch schreiben

4(4,G) = sup | x]|. @7

x€G, p(x) <1

LEMMA 2. Seien fi,..fn€ X', G ={x|fi(x) =0,i = 1,...,n} und G, =
{x|f{x) = 0, i £ j}. Ist f; fiir ein j in der p-Norm auf G; unbeschrdnkt, so gilt
44, G) = A(4, G). 2.8

Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir d = 4(4, G,). Aus (2.7) fiir 4(4, G,)
ist zu entnehmen, dass zu jedem & >0 ein x;€ G; mit p(x;) = 1 und

I x5 > d — 0 existiert. Wir setzen M; = | fi(xs)|. Nach Voraussetzung ist
/3 auf G; unbeschrankt, es gibt also zu jedem € > 0 ein y, mit

yeEGi9 p(y€)<€» f;(ys) = L.

Wir konstruieren ein z; . € G gemiss

% Sy
o e — S ) @9)

Wird bei festgehaltenem 8 die Zahl € geniigend klein gewihlt, so ist wegen
P(xs — fi(xs) y) = 1 — Me
2 Die Ergebnisse dieser Arbeit werden nur fiir reelle normierte Rdume formuliert. Doch

gelten sie auch fiir komplexe Riume, wenn statt der Symmetrie die Aquilibritit der Menge
A vorausgesetzt wird.



OPTIMALE LINEARE APPROXIMATION 169

der Nenner in (2.9) von Null verschieden und daher z;, definiert. Es ist
Z5,.€ G und

d— 8§ — Msed®
P(zs) = 1, 25l = _—1:‘—1‘75—5—

Wihlen wire rst 6 und anschliessend e geniigend klein, so sehen wir, dass es
zu jedem y << d ein z = z,, gibt mit z€ G, p(z) = 1 und || z || > v. Hieraus
folgt die Behauptung.

FOLGERUNG. Ist A(A; f; ..., fn) < d%(A4), dann existiert eine Konstante
C > 0, so dass gilt

£ < c(p<x) + Y lﬁ(x)l), j=Tun. 2.10)

i#7

Aus der Voraussetzung und Lemma 2 folgt ndmlich, dass f; ,..., f, linear
unabhéngig sind und f; auf G;in der p-Norm beschrinkt ist. Wir konnen
Punkte x, ,..., X, mit f;(x;) = &, fiir i, j = 1,..., n finden. Setzen wir

=x—Y fiDx, soist zeG, fi(x)=/(z)

itj
und wir erhalten

S < (r— T A0 x) < C(p0+ 3 1)

iAi i
mit ¢ = max; || f; | G;||, und C = ¢ max(l, p(xy),..., p(x,)).

LEMMA 3. Aus A(4;f ..o fn) < dy(A) folgt die Beschrinktheit von
J1 3eees [ in der p-Norm.

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann existiert eine
Folge {xy} mit 3, | fi(xyx)! = 1 und p(xy) — O fiir N — co0. Nach Wahl
einer geeigneten Teilfolge kénnen wir annehmen

ggﬁ(xN) =b,, i=1,.,n und Y 1b =1

Wir wihlen eine nichtsinguldre Matrix (a;;) mit
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and fithren neue Funktionale g ,..., g, ein gemiss

n

8 = Z a;f; -

i=1
Dann gilt limy,, g(xx) = 8;; und es ist limy,, p(xy) = 0 sowie
A(A; 81 oeer 8n) = A(A; [ s fr) < d?7L,

was der Folgerung von Lemma 2 widerspricht.

Bemerkung. Lemma 2, die Folgerung und Lemma 3 sind in &hnlicher
Form bet Golomb und Weinberger [6] zu finden, auch zum Teil die Beweis-
gedanken. Der Raum X trigt dort allerdings nur die p-Norm und es geht
um die Fragestellung, ein gegebenes lineares Funktional durch » andere zu
approximieren.

LEMMA 4. Sei G ein in der p-Norm abgeschlossener linearer Teilraum von X
der Kodimension n. Dann existieren fi ,..., [, € X? mit G; = {x € X | fi{x) = 0,
i=Ll,.,n und

flx) =085,  Nfilo =1,  ple) <k,, Lj=L.,n (211)

mit einer nur von n abhdngigen Konstanten k,, .

Beweis. Der wesentliche Punkt ist die Unabhéngigkeit der £, von G bzw.
J1 5eer [ - Aus den Voraussetzungen folgt ndmlich, dass sich

G={xeX|gx) =" =gu() =0}

mit » linear unabhidngigen in der p-Norm beschrinkten Funktionalen
g1 5-e» 8o darstellen ldsst. Wir setzen H; = {x e X | g, .4(x) = - = g,(x) =0}
firi=1,.,n —1 und H, = X. Sei || g;| H; ||, =a;, wobei a; # 0 aus
der linearen Unabhingigkeit der g, folgt. Wir setzen

gi(x)zégi(x) fir xeH,, i=1l..,n

und erweitern die g; zu f; auf X unter Erhaltung der p-Norm, was nach dem
Satz von Hahn und Banach moglich ist. Dann ist || f;[l, = |f; | H:ll, = 1
firi=1,.,nund H; ={xe X | fiu(®*) = =fo(x) =0 fliri = 1,...0 — 1
sowie G = {x€ X | fi{(x) = - = f(x) = 0}. Daher konnen wir fiir € > 0,
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insbesondere fiir ¢ = 1 Elemente y, ,..., ¥, € X finden mit fy{ y;) = 8,; fiir
izjund 1 < p(p,) <1 + € = 2. Weiter definieren wir induktiv

X1 =N
i—1

xp=y;— 2y xis =21
i=1

und koénnen durch vollstindige Induktion nach j zeigen, dass fi(x;) = 8
fiir alle i und j gilt. Wir erhalten die Abschétzung

j—1
pix) <2423 plx).
i=1

Hieraus folgt aber p(x;) <231 <2 3% d.h. (2.11) ist sicher richtig
mit k, = 2 - 371,

LEMMA 5. Sei P ={fe X7 |||f |, < 1} die Einheitskugel in X*, welche die
Relativtopologie der X-Topologie von X? trage. Dann ist die auf dem n-fachen
topologischen Produkt P™ von P erklirte reellwertige Abbildung

(15 fa) = A(A5 i 5ees f)

in den Punkten f = (f1,...,f,) € P" mit linear unabhingigen f, ..., f, nach
unten halbstetig.

Beweis. Sei ein Punkt f° = (£;%..., /%) € P* mit linear unabhingigen
Funktionalen £°,...,f,° und e >0 vorgegeben. Nach Definition von
A(4; 1) gibt es ein x, € 4 mit

fx) =0, i=1..,n 2.12)

und
Xl > 4(4;£°) — e (2.13)

Wir konnen u%,..., u,,° € X so finden, dass gilt
S0 = 6. (2.14)

Wir betrachten die folgende Umgebung U von f° in P»

U = |fe P | LfiGx) — f00) < & 1) — OGO < 507 = 1,
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Zu f e U suchen wir Elemente u, ,..., u, € X mit

];'(u.’i) = 81']' s i5j = 15"" n. (2'15)

Dazu setzen wir mit einer n X n Matrix an
L3
U; = Z aiju,-o, 1= 1,..., n. (2.16)
j=1

Die Bedingung (2.15) ist erfiillt, wenn (a;;) als Inverse der Matrix (f;(u,%))
gewihlt wird. Diese existiert, denn ( /;°%(«,%)) ist nach (2.14) die Einheitsmatrix
und wegen fe U ist die Norm (maximale Zeilenbetragssumme) der Matrix
(fi(4®) — ;%) kleiner als 1/2n - n = 1/2. Wir erhalten daher fiir die Norm
die Abschitzung

el < 57— = 2. (2.17)

[S]

Aus (2.16) und (2.17) folgt

|l <2, max jlulll <

(2.18)
plu) <2 max puf) < C

mit einer nur von 1,°,..., u,,° abhingigen Konstanten C. Wir betrachten nun
das Element z = x, — 2;;1 Ji(xo) u; fiir das zufolge (2.15) fi(z) = 0,i = 1,...,n
gilt. Dies impliziert || z || < 4(4; f) p(z) und mit (2.18)

%) —C z k)l < A(4; ) (p(xo> e z Iﬁ(xo)l)

Beriicksichtigen wir fe U, (2.12), (2.13), p(x,) <1 und 4(4;f) < d° so
erhalten wir

A(A4; 1% — (Cn + Cnd® 4 1) e << A(4;1).
Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

Nach diesen vorbereitenden Lemmata sind wir in der Lage, einen Satz iiber
die Existenz optimaler Funktionale zu beweisen.

SATz 1. Sei X ein reeller linearer normierter Raum, A eine symmetrische,
beschriinkte und konvexe Teilmenge von X mit sp A = X. Dann existieren n
lineare Funktionale f, ..., f, € X?, die in dem Sinne optimal sind, dass gilt

dyM(A) = A(A; 11 s Sr)- (2.19)
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Bemerkung. Lemma 1 zeigt, dass die Voraussetzung sp A = X keine
Einschrinkung der Allgemeinheit ist. Wir verzichten daher auf eine Formu-
lierung des Satzes fiir sp 4 # X.

Beweis. Wir nehmen zunichst dy"(4) < d%(4) an. Aus Lemma 3
wissen wir, dass wir uns bei der Suche des Infimums von A(4;f;,..., f»)
auf Funktionale f;,...,f, € X* beschrinken konnen; wir konnen sogar
f=(f1,..,/n) € P* annehmen, wobei P und P" die Bedeutung wie in
Lemma 5 haben und die dort angegebene Topologie tragen sollen. Es ist
bekannt (vgl. Dunford und Schwartz [5, pp. 423-424]), dass P und nach
einen Satz von Tyhonov auch P” kompakt sind. Weiter nimmt eine auf einer
kompakten Menge nach unten halbstetige Funktion dort ihr Minimum an.
Da wir die Halbstetigkeit der Funktion 4(A4;f) in Lemma 5 nur fiir die
Punkte f = (f ,..., f») € P* — L bewiesen haben, wobei

L ={(fi,fo) € P*| f1,..., f, linear abhingig}

ist, suchen wir eine offene Umgebung U D L mit der Eigenschaft:
(i) Zu jedem & >d"(A) gibt es ein f =(f; ,..., /,)eP" — U mit 4(4; f) < 8.
Fiir eine solche Umgebung U ist 4(A4; f) auf P* — U nach unten halbstetig,
ausserdem ist P* — U als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge
selbst kompakt. Die Funktion 4(A4;f) nimmt also dort ihr Minimum an,
das aber dann wegen (i) zugleich Minimum auf P" ist. Nehmen wir an, es
gibe keine Umgebung U mit der Eigenschaft (i). Dann gibt es zu jeder
Umgebung U von L ein § > d*(4), so dass fiir alle fe P mit 4(4;f) < 8
gilt f € U. Mit zwei festgehaltenen Zahlen 8, , 8, geméss d* < §; < 8, << d*1
konnen wir 6 < 8, annehmen. Da 4(4; g) > d»1 > §, fiir g € L ist, gibt es
zujedem ge Lein x, mit gx,) = 0,7 = 1,...,n, || x, || = 6, p(x,) = 1. Wir
ordnen jedem g € L die Umgebung

U, ={(/1s0 W) EP"| 1 filx)l < e i=1,.,n zu, wobeie >0

im folgenden festgehalten wird. Wir setzen U = (J,; U, . Zu diesem U gibt
es ein 6 im obigen Sinne. Nach Definition von d” gibt es ein fe P” mit
A(A;f) < 8 und nach Lemma 4 kénnen wir f = (f; ..., f,,) sowie Elemente
X1 yeees X € X gemiss (2.11) gewdhlt denken. Wegen A(4;f) < 8 ist fe U,
d.h.esgibteinx = x, mitp(x) = 1,]| x|| = 8;und | fu(x)| < efiici = 1,...,n.
Wir setzen®

[ i filx) x;
plx — X5 filx) x,)

3 Fiir € < 1/nk, ist der Nenner in der Definition fiir z von Null verschieden.
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und es ist p(z) = 1, f{z) =0, i = 1,..., n. Unter Beachtung von (2.11) folgt

| x || — nek,d® < 8y — nek,d®

Izl = | Tnek, = 1 nek,

(2.20)

Dies ist ein Widerspruch zu 4(4;f) < 8 < &, , denn wir kdnnen e so klein
gewdhlt annehmen, dass der Ausdruck ganz rechts in (2.20) > §; ist. Damit
ist Satz 1 fiir den Fall d* << d» bewiesen. Ist d* = d”1, so suchen wir das
kleinste m mit d® =dr 1 = --- =d™ Ist m =1, so gilt dann d™ < dm!
und wir wissen, dass die Funktion 4(4; £ ,..., f;,) ihr Minimum annimmt, es
also f} ..., fn € X? gibt mit 4A(A;f,,..., f) = d”. Nehmen wir beliecbige
Funktionale f,,., ,..., f» € X7 hinzu, so folgt wegen d» < A(4; f1 ,..0 fr) <
A(A; f1 5o fr) = d™ und d™ = d» die Optimalitdt von f; ..., f,, . Ist m = 0,
so ist die Behauptung des Satzes trivial, da dann 4(4;f; ..., f,) gar nicht
von f ,..., f, abhéngt.
Der nun folgende Satz 2 ist eine wichtige Anwendung von Satz 1.

SATZ 2. Sei X ein linearer normierter Raum mit Norm | - |, H ein in X
liegender Hilbertraum mit Norm || || und die Inklusion H— X stetig. Dann
gibt es einen n-dimensionalen Teilraum L, C H, so dass die Orthogonal-
projektion P . H— L, im folgenden Sinne optimal ist: Es gibt eine Zahl d”,
so dass

|x — Px| <d"|| x| firalle xeH 2.21)

und kein linearer Operator Q : H — M, , der in einen n-dimensionalen Teilraum
M, C X abbildet, geniigt einer Beziehung

Ix —Ox| <cllx|| firalle xeH (2.22)

mit einem ¢ < d". Die optimale Konstante d* ist der Durchmesser d" = dy"(Sg)
der Ordnung n der Menge Sy = {x € H ||| x|| < 1} im Raum X.

Beweis. (i) Wir zeigen zuerst, dass ein Operator P: H— L, der (2.21)
mit d* = dy"(Sy) geniigt, optimal ist. Sei Q : H — M, ein linearer Operator,
der in einen n-dimensionalen Teilraum M, C X abbildet und (2.22) mit einer
Zahl ¢ geniigt. Wir kénnen Q in der Form Qx = Y, ; fi(%) x; mitf; ,..., f, € X’
und einer Basis x; ,..., x,, von M, darstellen. Wegen (2.22) impliziert fi(x) = 0,
i=1,.,nund || x| <1, dass | x| < ¢; daraus folgt ¢ = d".

(ii) Aus Satz 1 und Lemma 1 wissen wir, dass es einen linearen und in H
abgeschlossenen Teilraum G von H der Kodimension » gibt mit

dr» = sup |x|. (2.23)

x€G,|Ix|l <1
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Sei L, das orthogonale Komplement von G in H, das die Dimension » hat,
und P: H— L, der Orthogonalprojektor auf L, . Es ist dann x — Pxe G
fiir alle x € H und daher wegen (2.22) | x — Px| < d"||x — Px| <d"| x|
firallexe H. Q.E.D.

3. DUALITATSSATZE

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass der Durchmesser der Ordnung
n der duale Begriff zum n-dimensionalen Durchmesser (1.3) ist. Wir wollen
dabei wieder eine Menge A, dei denselben Voraussetzungen wie in Satz 1
geniige, in einem normierten Raum X betrachten. Wegen (2.6) ist jedes in
der O-Norm stetige Funktional auch in der p-Norm stetig, wir haben also
X* C X7, Sei Sy« die Einheitskugel in X*. Weiter sei fiir lineare Teilrdume
LCX bzw. M C X*

L+ ={fe X*|f(x) =0 fir alle x € L},
M, ={xeX|f(x) == 0fir alle fe M}.
Dann gilt

Satz 3. Der Durchmesser der Ordnung n der Menge A ist gleich dem
n-dimensionalen Durchmesser der Menge Sy« in der Norm des Raumes X*.

d,(A) = d¥(S,e). (3.1)

Linear unabhdngige Funktionale f, ,..., f,, € X? sind genau dann optimal, wenn
sie einen extremalen n-dimensionalen Teilraum fiir die Menge Sy« in X7
aufspannen.

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir ein Lemma von Singer und
R. Buck [3].

Lemma 6. (1. Singer [12, pp. 15-20)). (i) Fiir xo € X und einen linearen
Teilraum L C X gilt

inf || x, — x| = max | £(xo). (3.2)
x€L feL

=1

(ii) Fiir fy € X* und einen in der X-Topologie von X* abgeschlossenen
Teilraum M C X* gilt

min [i fo — fIl = sup | fo(x)]. (3-3)
feM XEM |

lIxfl <1

640/4/2-5
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Beweis von Satz 3. Seien f, ,..., f, Elemente aus X” und M deren lineare
Hiille. Da M endlichdimensional ist, ist es in der X-Topologie von X?
abgeschlossen. Nach Definition von 4(4; f, ,..., f,,) und Lemma 6 gilt

AA; fr s f) = sup | x{ = sup [lxl
fi(x)=0,i=1,..., n xeM,
p(x)<1 p(x)<1

= sup sup [f(x)] = SUP sup | f(0)

x€M, feX
HXII<1 i1 HIH<1 p{x)<1
= sup inf || f — gll, = dx(Sx- , M).
fexX* geM
IFIES)

Durchiduft (f; ,..., f,) alle n-Tupel linear unabhingiger Funktionale von X?,
so durchlduft M alle n-dimensionalen Teilriume und unter Beachtung von
Lemma 3 folgt (3.1). Auch wird sofort klar, dass die Optimalitit von
J1 s fu die Extremalitdt des aufgespannten Teilraumes impliziert und
umgekehrt.

Bemerkung. Auf diese Weise kann man einen anderen Beweis von Satz 1
erhalten, indem man einen Satz von A. Garkavi [5] (vgl. Singer [12,
pp. 265-268]) heranzieht, der besagt, dass in jeder Menge in Dualraum X*
eines normierten Raumes ein extremaler Teilraum M C X'* existiert.

Wir iibertragen nun Satz 3 auf einen Satz 2 analogen Fall.

SATz 4. Sei X, ein linearer normierter Raum mit Norm | - |, , H ein stetig

in X, eingebetteter Hilbertraum mit Norm || - ||. Weiter sei
Xy={xeH| sup |(x,y) < oo}. (34)
YipssloeE

Dann ist X, mit der Norm

| x = sup |(x, ) (3.5

ein linearer normierter Raum und es gilt

% (Sm) = d,"(Sx,) (3.6)

mit Sy = {x € H ||| x|l < 1} und S, = {x€ X1 | | x | < 1}. Ein Orthogonal-
projektor P, : H— L, auf einen n-dimensionalen Teilraum L, C H ist genau
dann fiir die Menge Sy beziiglich der O-Norm optimal im Sinne von Satz 2, wenn
L, ein extremaler Teilraum fiir die Menge Sx, beziiglich derHilbertnorm ist.
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Bemerkung. 1Ist H dicht in X, (was wir aber nicht benottigen), so nennt
Amann [2] die Rdume X, , H, X, in normaler Lage. Auch die Konstruktion
des Raumes X; zu gegebenen Riumen X, und H wird dort durchgefiihrt.

Beweis. Ohne Schwierigkeit l4sst sich verifizieren, dass X ein linearer
normierter Raum ist. Weiter ldsst sich zeigen, dass die Zuordnung der
Elemente x € X; zu linearen Funktionalen f, die durch f(y) = (y, x) fiir
y € H erklirt sind, eine lineare Isometrie von X; auf den Dualraum von H
der O-Norm liefert. Auf diese Weise ldsst sich Satz 4 mit Hilfe von Satz 3
unter Hinzunahme des Beweisgedankens von Satz 2 und Lemma 1 beweisen.

4. BEISPIEL
Sei X, = C(£2) der Raum Funktionen u, die auf der abgeschlossenen

Hiille 2 eines beschrinkten Gebietes £ des RY (N = 1, 2, 3) definiert und
stetig sind. X, trage die Maximumsnorm

Julo = sup P u(x)]. .1
Wir wollen die Menge
Sy = lue WHQ) N WHQ) { [ @upax <1 4.2)
2

mit linearen Methoden approximieren. Dabei seien W,%(£2) bzw. W,}(£2) der
Sobolev-Raum der Funktionen auf £ mit quadratisch integrierbaren verall-
gemeinerten Ableitungen zweiter bzw. erster Ordnung und W,Y(2) die
Abschliessung in W,1(€2) aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Triger in £2. Sy ist die Einheitskugel in dem Hilbertraum?
H = W2) n W,(2) mit dem inneren Produkt

(u, v) = fﬂ Au Av dx. 4.3)

Es ist bekannt (vgl. Agmon [1], und W. Smirnow [13]), wenn wir neben der
Beschrinktheit von £ noch die Zugehdrigkeit des Randes zur Klasse C?
voraussetzen (fiir N = 2 und 3), dass durch (4.3) mit || u || = (u, u)!/2 eine
Norm auf H definiert wird, die dort der W,3(£2)-Norm &dquivalent ist und
insbesondere H in dieser Norm vollstdndig ist. Da wir N <C 3 vorausgesetzt
hatten, gilt nach dem Sobolevschen Einbettungssatz |u |, << ¢oll %] mit

4 Fir N = 1 kdnnen wir X, mit Cla, b] und H mit dem Raum {x € Cla, b] | x(a) =
x(b) = 0, x’ absolutstetig, x” € L,[0, 1]} identifizieren.
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einer nur von £2 und N abhingigen Konstanten ¢, . Auf die Riume X, und &
treffen also die Voraussetzungen von Satz 4 zu.

SATz 5. Fiir den Durchmesser der Ordnung n der Menge Sy (4.2) im
Raum X, = C(2) gelten die Abschitzungen

cln—2/N+1/2 < d;o(SH) < czn—2/N+1/2 (44)

mit nur von §2 und N abhdngigen Konstanten ¢, , ¢, > 0. Anders ausgedriickt:
Fiir jedes natiirliche n gibt es einen n-dimensionalen Teilraum H, C H und
einen linearen Operator P, : H— H, , so dass

[x — Puxlo < d™|l x| firalle xeH 4.5)

mit d* = On=3/*) gilt und es gibt keine Folge n-dimensionaler Teilrdume
H, C X, und linearer Operatoren P, : H — H,, , so dass (4.5) mit d* = o(n3/?)
giiltig ist.

Beweis. Es geniigt (4.4) zu zeigen, da der zweite Teil der Behauptung dann
unmittelbar aus Satz 2 folgt.

(i) Zunéchst schitzen wir d* = dy (Sy) nach oben ab. Da L2 beschrinkt
vorausgesetzt ist, gibt es einen Kubus

K={xeRV|ia<x;<a-+hi=1,..N}

mit 2 C K. Nach dem Calderonschen Erweiterungssatz (vgl. Agmon [1])
lasst sich jedes ue H zu einer Funktion e WX(K) fortsetzen, so dass
u(x) = #(x) fiir jedes x € £2 und

(] canp ax) " <eglul 4.6)

mit einer nicht von n abhingigen Konstanten ¢; > 0 gilt. Wir kdnnen # in
eine Fourierreihe nach Sinustermen entwickeln
#(x) =Y ay sin 2mhk,(x; — a) - sin 2whky(xy — a),
k
wobei iiber alle k = (k; ,..., ky) mit natiirlichen &, ,..., Ky zu summieren ist.

Da i € W,%(K) ist, konvergiert die Reihe in der W,%K)-Norm und nach dem
Sobolevschen Einbettungssatz auch in der Maximumsnorm. Es ist

N
f (Aﬁ)z dx = _}ZEN_ - 422 Z akz(klz 4o sz)z
K k
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und wegen (4.6)
1/2
(¥ @t + - + sz)Z) <cliul @.7)
k

mit einer nur von £2 und N abhingigen Konstanten ¢, > 0. Fiir / = 1, 2,...
und m = [N setzen wir

Pou =Y aysin2mhk,(x; — a) - sin 2mhk y(xy — a),

k|t

wobei | k | = max(k, ,..., ky) bezeichnet. Unter Berlicksichtigung von (4.7)
erhalten wir

‘u_Pmu‘()g Z iakl
[k|>1

3

< ( Y oak+ o+ sz)z)llz( S kgt et sz)_2-)1/;

|k|>1 |k|>1

< MR ul.

P,, ist ein linearer Operator, der H in einen Teilraum von X, = C(2) der
Dimension m = [~ abbildet. Es folgt daher

dm < eV = egnRINLR

firm = /N, | = 1, 2,... . Beriicksichtigt man, dass d” eine monoton fallende
Folge ist, so folgt hieraus die Giiltigkeit der rechten Ungleichung in (4.4).

(ii) Um eine untere Schranke fiir &* zu bekommen, wenden wir Satz 4 an,
dessen Voraussetzungen, wie bereits erwdhnt, fiir die in diesem Paragraphen
eingefiihrten Ridume X, und H erfiillt sind. Hiernach gilt d» = dx(Sw) =
dnH(SXI), wobei X; durch (3.4) gegeben ist und die Norm (3.5) trigt. Den
n-dimensionalen Durchmesser d,%(Sy ) der Einheitskugel in X; schitzen wir
mit einer Methode von W. Rudin [11] ab, mit der W. Rudin Durchmesser
von Klassen Lipschitzbeschrinkter Funktionen und solcher beschrinkter
Variation in L,[0, 1] bestimmte. Sei H, ein beliebiger n-dimensionaler
Teilraum von H. Es ldsst sich eine orthonormierte Basis ¢, ,..., @, von H
finden, die sich wegen der Separabilitit zu einem vollstindigen Orthonormal-
System @, ,..., pn s Pny1 ---. von H erweitern lasst. Sei ¢, ,..., iy, ein weiteres
Orthonormalsystem mit ¢, X; fiir i = 1,...,n. Aus der Parsevalschen
Gleichung folgt

I ‘,[‘k = i ('7lec s <Pi)2 + i (‘l’k s (Pi)2

i=n+l
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und nach Definition (1.1) der Abweichung dy(S x, » Hy)

1<y (s 9 + (du(Sx, s H)? | i [
{=1
Summation von k == 1,...,2n liefert unter Beachtung der Besselschen
Ungleichung

2n < n + (du(Sx, » Hy))? zﬂ | iy I3

k=1
Da H, beliebig war, folgt
nl/2

dnH(le) = —(Ziil ! ¢k E)I/Z . (4.8)

Wir miissen nun ein passendes Orthonormalsystem i, ,..., i, finden. Sei ¢
eine beliebige nicht identisch verschwindende Funktion aus C,*[0, 1], der
Menge der auf dem Intervall [0, 1] definierten, beliebig oft differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Triager im offenen Intervall (0, 1). Weiter sei
Ky={xeR¥|ag, <x;,<a;,+ hy,i = 1,...,n} ein Kubus mit Katenldnge
hy > 0, der ganz in Q liege. Fiir jedes m = 1, 2,... und k = (kq ,..., ky) mit
| k| = max(k, ,..., kn) < 2m bezeichnen wir mit ¢, , Funktionen, die durch
die Bedingungen i, , € H und

0 sonst
festgelegt® sind, wobei
oy = % e = f : P¥(x) dx. 4.9)
Die Bedingung (4.9) fiir «, garantiert || ¢, .|| = 1, was man unschwer

nachrechnet. Fiir jedes m haben wir somit (2m)Y Funktionen, von denen je
zwei Funktionen i, , und i, , fiir k 5= 1 zueinander orthogonal sind, da
die Triger von 4, , und 4, , disjunkt sind. Wegen 4, , € C,>(2) gilt
firueH

W ) = [ Audipppdx = — [ ulip i dx
2 Q
1t ] < F1tlo [ | A | dx
2

® Die Bestimmung der #, stellt ein Dirichletproblem mit verallgememertcn Nuli-
randwerten dar, was durch die Bedingung #,,x € H = WX () N le(Q) ausgedriickt wird.
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und es folgt ,,,x € X7 mit

[ < [ 4% d. (4.10)

Fiir | 4%, , | gilt die Abschitzung

2m\? .,
| A <l (S 1" ] (¥ @.11)
0
mit

lol= sup lg(t)) und [¢"|= sup |[¢"(D
te[0,1] te[0,1]

Da 4%, , ausserhalb eines Kubus der Kantenlinge Ay/2m verschwindet,
folgt mit Hilfe von (4.10), (4.11) und (4.9)

he \N . .
| ‘/’m.k h < o ( m ) mN AR = cgmPNI2, (4.12)

Setzen wir dies in (4.8) fiir n = 2¥-1m¥ ein, denn fiir jedes m haben wir
2¥mN = 2 - 2N-1m¥ Funktionen 4, , so erhalten wir

dr =—= dnH(le) = eVt = ¢ VLR

fiir alle n der Form n = 2¥my, m = 1, 2,... mit von »n unabhingigen
Konstanten ¢, und ¢;,. Hieraus kann aber wegen der Monotonie der 4"
auf die Giiltigkeit der linken Ungleichung in (4.4) fiir alle natiirlichen mit
einer von n unabhingigen Konstanten ¢, geschlossen werden.
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