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1. EINLEITUNG

Die Elemente einer Menge A eines linearen normierten Raumes X seien
durch Elemente eines n-dimensionalen Teilraumes L zu approximieren. Die
Abweichung

dx(A, L) := sup inf II x - y II = sup d(x, L)
xEA yEL xeA

gibt an, wie gut dies moglich ist; dabei ist

d(x, L) := inf II x - y I:
yEL

(1.1)

(1.2)

der Abstand eines Elementes x vom Teilraum L. Als Mass fUr die Giite der
Approximierbarkeit der Menge A in Raume X durch n-dimensionale
Teilraume ftihrte A. Kolmogorov [7] den Begriff des n-dimensionalen
Durchmessers ein, der wie folgt definiert ist

dnX(A):= inf dxCA, L).
dimL=n

(1.3)

Das Infimum liiuft dabei tiber aile n-dimensionalen Teildiume LeX.
Teilraume L der Dimension n mit dn(A) = dx(A, L) werden extremal
genannt. Die Kenntnis eines extremalen Teilraumes L liefert eine in gewissem
Sinne beste Approximationsmethode, doch in praktischen Fallen mtisste
man dann auch wissen, wie zu jeden Element x E A ein Element X o E L mit
[I x - XO II = d(x, L) zu finden ist, was numerisch schwierig sein kann.

Urn diese Schwierigkeiten zu umgehen kann man fragen, wie die Elemente
x der Menge A durch Elemente Px eines n-dimensionalen Teilraumes LeX
approximierbar sind, wenn nur lineare Approximationsoperatoren P : A ->- L
zugelassen werden. Eine untere Schranke ftir die Gtite der Approximation ist
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der n-dimensionale lineare Durchmesser von A, der von V. Tihomirov [15]
eingefUhrt wurde:

dn'(A) = .inf inf sup II x - Px II.
dlmL~n P:X-7L XEA

(1.4)

Das eine Infimum ist tiber aBe n-dimensionalen Teildiume LeX, das andere
tiber aBe linearen Operatoren P, die X in L abbilden, zu erstrecken. Nun Hisst
sich jeder lineare Operator P : X -->- L in der Form Px = L~~lf;(x) Xi mit
einer Basis Xl'"'' X n von Lund n linearen auf X definierten Funktionalen
it ,.. ·,fn darstellen. Aus diesem Grunde ist leicht einzusehen, dass

gilt bei
dxn(A) = inf sup II xii·

fl" .. .fnEX' fi(x)~O.i~l ... "n
xEA

(1.5)

Hierbei ist das Infimum tiber aBe n-Tupellinearer Funktionale aus X', dem
algebraischen Dualraum von X, zu bilden. Nach V. Tihomirov [14, 15] wurde
die Grosse dxn(A), der Durchmesser der Ordnung n, von Gel'fand eingefiihrt.
Tihomirov Hisst bei der Bildung des Infimums nur stetige lineare Funktionale
zu, doch erweist es sich in der vorliegenden Arbeit als zweckmiissig, diese
Einschriinkung nicht zu machen.

In Satz 1 dieser Arbeit wird die Existenz von n in dem Sinne optima/en
Funktionalen it ,... ,fn gezeigt, durch die das Infimum in (1.5) angenommen
wird. Der Satz 2 behandelt eine wichtige Anwendung von Satz 1, niimlich den
Fall, dass ein Hilbertraum H mit Norm II . II in einem normierten Raum X
mit Norm I . I stetig eingebettet ist. Es wird die Existenz eines optimalen
Operators Pn : H -->- L n gezeigt, der in einen n-dimensionalen Teilraum L n

abbildet, so dass

I X - PnX I ,,:;; dn II X II (1.6)

gilt und es keinen linearen Operator Q : H -->- M n gibt mit M n C X und
dim M n = n, der einer Beziehung (1.6) mit einer Konstanten <dn geniigt.
Die optimale Konstante dn ist dabei der Durchmesser der Ordnung n der
Einheitskugel SH = {x EO H III x II ,,:;; I} genommen in Raum X. Uberdies
kann Pn bei passend gewiihltem Ln als Orthogonalprojektor auf Ln gewiihlt
werden. In Satz 3 wird bewiesen, dass der Durchmesser der Ordnung n der
duale Begriff zum n-dimensionalen Durchmesser ist. Dies wird in Satz 4 auf
einen dem Satz 2 analogen Fall iibertragen und ein Zusammenhang zwischen
optimalen Orthogonalprojektoren und gewissen extremalen Unterriiumen
hergesteIIt. Mit Hilfe von Satz 4 und einer Methode von Rudin [11] konnen
Grossenordnungen von Durchmessern der Ordnung n erhalten werden, was
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in Satz 5 an einem Beispiel durchgefUhrt wird. Damit wird auch eine Frage
von Nitsche in [10J beantwortet. Dort werden neue Fehlerabschatzungen fUr
ein Differenzenverfahren zur Lasung der Gleichung

Llu = f,

fUr den Musterfall eines Quadrates QC R2 angegeben. Unter anderem wird
die Abschiitzung

(1.7)

allein unter der Voraussetzung IE L2(Q) erhalten. Dabei liegen die
Naherungen Rnu in Teilraumen der Dimension n2, I u I bezeichnet die
Maximums- und III11 die L 2(Q)-Norm. Aus Satz 5 lasst sich schliessen, dass
es keine linearen Naherungsoperatoren gibt, die die Abschiitzung (1.7)
abgesehen von der Konstanten c verbessern.

2. EXISTENZSATZE

Seien h ,... ,fn lineare Funktionale aus X', dem algebraischen Dualraum
eines linearen normierten Raumes X und sei

G = {x E X Ih(x) = ... = In(x) = O}.

Nach V. Tihomirov [14], [15] fiihren wir die Bezeichnung

Ll(A, G) = Ll(A;h ,...,j~):= sup II x Ii
xEAnG

(2.1)

ein. Fur den Durchmesser der Ordnung n (1.5) einer Menge A C X kannen
wir dann schreiben

dn = dxn(A) = inf Ll(A, G),
codimG~n

(2.2)

wobei das Infimum uber aIle Teilraume G von X der Kodimension n lauft.!
Wir wollen zusatzlich verabreden

dO = dxO(A) := sup II x II.
xEA

LEMMA 1. Sei Xo ein linearer Teilraum von X und A C Xo . Dann gilt

1 Es sei stets dim X> n vorausgesetzt.

(2.3)

(2.4)
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Beweis. Das Lemma liisst sich unmittelbar aus den Definitionen und der
bekannten Tatsache ableiten, dass sich auf einem Teilraum definierte lineare
Funktionale zu solchen auf den ganzen Raum definierten erweitern lassen.
Dber die Menge A werde im folgenden immer vorausgesetzt, dass sie
symmetrisch zum Nullpunkt2 konvex und beschriinkt ist. Auf der linearen
HUlle sp A von A ist dann durch das Minkowski-Funktional

p(x) := inf{a-1 Iax E A, a > O}, XEspA (2.5)

eine zweite Norm erkliirt, die wir kurz p-Norm nennen wollen. Zur Unter
scheidung nennen wir die vorgegebene Norm auch oft O-Norm. Entsprechend
bezeichnen wir mit X* bzw. XP (flir sp A = X) die topologischen Dualriiume
bezliglich der 0- bzw. der p-Norm und mit II . II bzw. II lip die dort induzierten
Normen. Da A in der O-Norm beschriinkt vorausgesetzt ist, gilt (vgl. (2.3))

II x II :( dOp(x) flir aIle x E sp A. (2.6)

Flir die folgenden Lemmata sei sp A = X vorausgesetzt. Unter Heran
ziehung von p konnen wir auch schreiben

J(A, G) = sup II x II.
xEG.p(X) ';;;1

(2.7)

LEMMA 2. Seienh ,... ,fn E X', G = {x I.t:(x) = 0, i = 1,... , n} und G; =
{x I/;{x) = 0, i =1= j}. Isth/iir einj in der p-Norm au/G; unbeschriinkt, so gilt

J(A, G;) = J(A, G). (2.8)

Beweis. Zur Abklirzung setzen wir d = J(A, G;). Aus (2.7) flir J(A, G;)
ist zu entnehmen, dass zu jedem 0 > ° ein Xa E G; mit p(xa) = 1 und
II Xa II > d - 0 existiert. Wir setzen M a = Ih(xa)l. Nach Voraussetzung ist
/; auf G; unbeschriinkt, es gibt also zu jedem E > °ein Y. mit

p( Y.) < E, h( Y.) = 1.

Wir konstruieren ein za.• E G gemiiss

(2.9)

Wird bei festgehaltenem 0 die Zahl E genligend klein gewiihlt, so ist wegen

p(xa - h(xa) Y.) ~ 1 - MaE

2 Die Ergebnisse dieser Arbeit werden nur fUr reelle normierte Riiume formuliert. Doch
gelten sie auch fiir komplexe Riiume, wenn statt der Symmetrie die Aquilibritiit der Menge
A vorausgesetzt wird.
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der Nenner in (2.9) von Null verschieden und daher ZB •• definiert. Es ist
ZB •• E G und

P(ZB••) = 1,

Wahlen wire rst 0 und anschliessend E genligend klein, so sehen wir, dass es
zu jedem y < 0 ein Z = ZB,. gibt mit Z E G, p(z) = 1 und II Z II > y. Hieraus
folgt die Behauptung.

(2.10)j = l, ... ,n.

FOLGERUNG. 1st L1(A;.it ,... ,fn) < d~-l(A), dann existiert eine Konstante
C > 0, so dass gilt

Ijj(X) I :;;:;; C (P(X) + i~j Ih(X)I),

Aus der Voraussetzung und Lemma 2 folgt namlich, dass .it ,... ,fn linear
unabhangig sind und jj auf Gj in der p-Norm beschrankt ist. Wir konnen
Punkte Xl'"'' xn mit h(Xj) = oij flir i, j = 1,... , n finden. Setzen wir

Zj = X - L hex) Xi ,
h'j

so ist Zj E Gj , jj(x) = jj(Zj)

und wir erhalten

mit c = maxi Ilh IGi Ilv und C = c max(I, P(XI)'"'' p(xn))·

LEMMA 3. Aus L1(A;.it ,... ,fn) < d~-I(A) folgt die Beschriinktheit von
.it ,.. ·,fn in der p-Norm.

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann existiert eine
Foige {XN} mit L;=l Ih(xN)! = 1 und P(XN) --+ °fUr N --+ 00, Nach Wahl
einer geeigneten Teilfoige konnen wir annehmen

und
n

L I hi 1= 1.
i=l

Wir wahlen eine nichtsingulare Matrix (aij) mit

i = 1
i:;;i: 1
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und fiihren neue FunktionaIe gl , ... , gn ein gemiiss

n

gi = I aijjj .
j~l

was der FoIgerung von Lemma 2 widerspricht.

Bemerkung. Lemma 2, die FoIgerung und Lemma 3 sind in iihnIicher
Form bei Golomb und Weinberger [6] zu tinden, auch zum TeiI die Beweis
gedanken. Der Raum X tragt dort allerdings nur die p-Norm und es geht
um die Fragestellung, ein gegebenes Iineares FunktionaI durch n andere zu
approximieren.

LEMMA 4. Sei G ein in der p-Norm abgeschlossener linearer Teilraum von X
der Kodimension n. Dann existieren.h ,... ,fn E XP mit Gi = {x E X IIi(x) = 0,
i = I, ... , n} und

lililip = I, i,j = I,... , n (2.1 I)

mit einer nur von n abhiingigen Konstanten k n .

Beweis. Der wesentliche Punkt ist die Unabhiingigkeit der k n von G bzw.
fl ,... ,fn . Aus den Voraussetzungen folgt namlich, dass sich

G = {x E X I gl(X) = ... = gn(x) = O}

mit n linear unabhiingigen in der p-Norm beschrankten FunktionaIen
gl , ... , gn darstellen Iiisst. Wir setzen Hi = {x E X I gi+l(X) = ... = gn(X) = O}
fiir i = 1,... , n - 1 und H n = X. Sei II gi I Hi lip = ai, wobei ai '1'= 0 aus
der Iinearen Unabhiingigkeit der gi foIgt. Wir setzen

gi(X) = ~. g;(x)
l

fUr x E Hi, i = I, ... , n

und erweitern die gi zuli auf X unter Erhaltung der p-Norm, was nach dem
Satz von Hahn und Banach moglich ist. Dann ist IIIi lip = IIIi I Hi lip = 1
fiir i = 1,... , n und Hi = {x E X Ili+l(X) = ... = fn(x) = O}fiir i = I,... , n - I
sowie G = {x E X l.h(x) = ... = fn(x) = O}. Daher k6nnen wir fiir E > 0,
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insbesondere fUr E = 1 Elemente Yl ,... , Yn EX finden mit fie Yj) = Oii fUr
i ;?: j und 1 ~ p( Yi) < 1 + E = 2. Weiter definieren wir induktiv

j-l
Xi = Yj - Lfi(Yj) Xi'

i~1

j = 2, ... ,n

und k6nnen durch vollstandige Induktion nach j zeigen, dass flxj) = 0ij

fUr aIle i und j gilt. Wir erhalten die Abschiitzung

i-I

P(Xi) ~ 2 + 2 L P(Xi)'
i~1

Hieraus folgt aber p(Xj) ~ 2 . 3i - 1 ~ 2 . 3n-\ d.h. (2.11) ist sicher richtig
mit k n = 2 . 3n - 1•

LEMMA 5. Sei P = {IE XP Illfllp ~ I} die Einheitskugel in XP, welche die
Relativtopologie der X-Topologie von XP trage. Dann ist die auf dem n-fachen
topologischen Produkt pn von P erkliirte reel/wertige Abbi/dung

(!J. ,··.,fn) ---+ J(A;!J. ,... ,fn)

in den Punkten f = (/1 , ... ,fn) E pn mit linear unabhiingigen!J. ,... ,fn nach
unten halbstetig.

Beweis. Sei ein Punkt fO = (!J.°, ... ,fnO) E pn mit linear unabhiingigen
Funktionalen !J.°, ... ,fno und E > 0 vorgegeben. Nach Definition von
J(A; fO) gibt es ein X o E A mit

i = 1'00" n (2.12)

und
II X o II > J(A; fO) - E.

Wir k6nnen Ulo,oo., uno E X so finden, dass gilt

Wir betrachten die f01gende Umgebung U von f O in pn

(2.13)

(2.14)
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Zu fEU suchen wir Elemente u1 , ••• , Un E X mit

i,j = 1,... , n. (2.15)

Dazu setzen wir mit einer n X n Matrix an

n

Ui = L aijUjO,
j~l

i = 1,... , n. (2.16)

Die Bedingung (2.15) ist erflillt, wenn (ao) als Inverse der Matrix (fj(UiO))
gewahlt wird. Diese existiert, denn (IiO(UiO)) ist nach (2.14) die Einheitsmatrix
und wegen fEU ist die Norm (maximale Zeilenbetragssumme) der Matrix
(NUiO) -IiO(UiO)) kleiner als 1/2n . n = 1/2. Wir erhalten daher flir die Norm
die Abschatzung

1
Il(aij)1 I ~ 1 _ t = 2.

Aus (2.16) und (2.17) folgt

II Ui II ~ 2 . max II Ujo II ~ C
J~\, ... ,n

P(Ui) ~ 2 max p(u/) ~ C
i~\' ... ,n

(2.17)

(2.18)

mit einer nur von u10 , •.. , uno abhangigen Konstanten C. Wir betrachten nun
das Element z = xo - L:~lli(xo) Uj flir das zufolge (2. 15)/i(z) = 0, i = 1,... , n
gilt. Dies impliziert II z II ~ L1(A; f) p(z) und mit (2.18)

Berticksichtigen wir fE U, (2.12), (2.13), p(xo) ~ 1 und L1(A; f) ~ dO, so
erhalten wir

L1(A; fO) - (Cn + Cndo + 1) € ~ L1(A; f).

Da € > °beliebig war, folgt die Behauptung.
Nach diesen vorbereitenden Lemmata sind wir in der Lage, einen Satz tiber

die Existenz optimaler Funktionale zu beweisen.

SATZ 1. Sei X ein reel/er linearer normierter Raum, A eine symmetrische,
beschriinkte und konvexe Teilmenge von X mit sp A = X. Dann existieren n
lineare FunktionaleIl ,... ,In E XP, die in dem Sinne optimal sind, dass gilt

(2.19)
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Bemerkung. Lemma 1 zeigt, dass die Voraussetzung sp A = X keine
Einschrankung der Allgemeinheit ist. Wir verzichten daher auf eine Formu
lierung des Satzes fUr sp A of- X.

Beweis. Wir nehmen zunachst dxn(A) < d~-l(A) an. Aus Lemma 3
wissen wir, dass wir uns bei der Suche des Infimums von L.l(A;A ,... ,fn)
auf Funktionale A ,...,In E XP beschranken konnen; wir konnen sogar
f = (A ,... ,fn) E pn annehmen, wobei P und pn die Bedeutung wie in
Lemma 5 haben und die dort angegebene Topologie tragen sollen. Es ist
bekannt (vgl. Dunford und Schwartz [5, pp. 423-424J), dass P und nach
einen Satz von Tyhonov auch pn kompakt sind. Weiter nimmt eine auf einer
kompakten Menge nach unten halbstetige Funktion dort ihr Minimum an.
Da wir die Halbstetigkeit der Funktion L.l(A; f) in Lemma 5 nur fUr die
Punkte f = ([1 ,... ,fn) E pn - L bewiesen haben, wobei

L = {(A ,... ,fn) E pn IA ,... ,fn linear abhangig}

ist, suchen wir eine offene Umgebung U"J L mit der Eigenschaft:

(i) Zu jedem 0 >dn(A) gibt es ein f=(A ,... ,f,,)Epn - UmitL.l(A; f) <0.

Flir eine solche Umgebung U ist L.l(A; f) auf pn - U nach unten halbstetig,
ausserdem ist pn - U als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge
selbst kompakt. Die Funktion L.l(A; f) nimmt also dort ihr Minimum an,
das aber dann wegen (i) zugleich Minimum auf pn ist. Nehmen wir an, es
gabe keine Umgebung U mit der Eigenschaft (i). Dann gibt es zu jeder
Umgebung U von L ein 0 > dn(A), so dass fUr aIle f E pn mit L.l(A; f) < 0
gilt fEU. Mit zwei festgehaltenen Zahlen 01 , O2 gemass dn < 01 < O2 < dn - 1

k6nnen wir 0 < 01 annehmen. Da L.l(A; g) ;): dn- 1 > O2 fUr gEL ist, gibt es
zu jedem gEL ein Xg mit g;(xg ) = 0, i = 1, ... , n, II Xg Ii ;): °2 , p(Xg) = 1. Wir
ordnen jedem gEL die Umgebung

Ug = {(A ,... ,fn) E pn I 1/;(xg)1 < E, i = I, ... , n} zu, wobei E > 0

im folgenden festgehalten wird. Wir setzen U = UgEL Ug • Zu diesem U gibt
es ein 0 im obigen Sinne. Nach Definition von dn gibt es ein f E pn mit
L.l(A; f) < °und nach Lemma 4 k6nnen wir f = (A ,... ,fn) sowie Elemente
Xl'"'' Xn E X gemass (2.11) gewahlt denken. Wegen L.l(A; f) < 0 ist fE U,
d.h. es gibt ein X = x g mit p(x) = 1, II X II ;): 02 und Ih(X) I < E fUr i = 1, ... , n.
Wir setzen3

3 Fiir E < I/nkn ist der Nenner in der Definition fiir z von Null verschieden.
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und es ist p(z) = 1, {;(z) = 0, i = 1,... , n. Unter Beachtung von (2.11) folgt

(2.20)

Dies ist ein Widerspruch zu Ll(A; f) < °< 01 , denn wir konnen E so klein
gewahlt annehmen, dass der Ausdruck ganz rechts in (2.20) ?' 01 ist. Damit
ist Satz 1 fUr den Fall dn < dn- 1 bewiesen. 1st dn = dn- 1, so suchen wir das
kleinste m mit dn = dn- 1 = ... = dm. 1st m ?' 1, so gilt dann dm < dm- 1

und wir wissen, dass die Funktion Ll(A;.f;' ,... ,fm) ihr Minimum annimmt, es
also ./;. ,... ,fm EO XP gibt mit Ll(A;/l ,... ,fm) = dm. Nehmen wir beliebige
Funktionale fm+! ,... ,fn EO XP hinzu, so folgt wegen dn ~ Ll(A;./;. ,... ,fn) ~
Ll(A;./;. ,... ,frn) = dm und dm = dn die Optimalitat vonf1 ,... ,fn. 1st m = 0,
so ist die Behauptung des Satzes trivial, da dann Ll(A;./;. ,... ,fn) gar nicht
von./;. ,... ,fn abhangt.

Der nun folgende Satz 2 ist eine wichtige Anwendung von Satz I.

SATZ 2. Sei X ein linearer normierter Raum mit Norm I . I, H ein in X
liegender Hilbertraum mit Norm II II und die Inklusion H ---+ X stetig. Dann
gibt es einen n-dimensionalen Teilraum L n C H, so dass die Orthogonal
projektion P : H ---+ L n im folgenden Sinne optimal ist: Es gibt eine Zahl dn,
so dass

I x - Px I ~ dn 11 x II fur aile x EO H (2.21)

und kein linearer Operator Q : H ---+ M n ,der in einen n-dimensionalen Teilraum
M n C X abbildet, genugt einer Beziehung

I x - Qx I ~ c II x II fur aile x EO H (2.22)

mit einem c < dn. Die optimale Konstante dn ist der Durchmesser dn = dXn(SH)
der Ordnung n der Menge SH = {x EO H III x II ~ l} im Raum X.

Beweis. (i) Wir zeigen zuerst, dass ein Operator P: H ---+ L n der (2.21)
mit dn = dXn(SH) geniigt, optimal ist. Sei Q : H ---+ M n ein linearer Operator,
der in einen n-dimensionalen Teilraum M n C X abbildet und (2.22) mit einer
Zahl c geniigt. Wir konnen Q in der Form Qx = L:~~l/;(X) Xi mit./;. ,... ,fn EO X'
und einer Basis Xl'"'' Xn von M n darstellen. Wegen (2.22) impliziert/;(x) = 0,
i = I, ... , n und II x 11 ~ I, dass I x I ~ c; daraus folgt c ?' dn•

(ii) Aus Satz I und Lemma I wissen wir, dass es einen linearen und in H
abgeschlossenen Teilraum G von H der Kodimension n gibt mit

dn = sup I x I.
xEG.llxll";;l

(2.23)
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Sei L n das orthogonale Komplement von G in H, das die Dimension n hat,
und P : H ->- L n der Orthogonalprojektor auf Ln . Es ist dann x - Px E G
fUr aIle x E H und daher wegen (2.22) I x - Px I :s;; dn II x - Px II :s;; dn II x II
fUr aIle x E H. Q.E.D.

3. DUALITATSSATZE

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass der Durchmesser der Ordnung
n der duale Begriff zum n-dimensionalen Durchmesser (1.3) ist. Wir wollen
dabei wieder eine Menge A, dei denselben Voraussetzungen wie in Satz I
gentige, in einem normierten Raum X betrachten. Wegen (2.6) ist jedes in
der O-Norm stetige Funktional auch in der p-Norm stetig, wir haben also
X* C XP. Sei Sx* die Einheitskugel in X*. Weiter sei fUr lineare Teilriiume
LC Xbzw. MC X*.

v- = {IE x* If(x) = 0 fUr aIle x E L},

MJ. = {x E X If(x) = 0 fUr allefE M}.

Dann gilt

SATZ 3. Der Durchmesser der Ordnung n der Menge A ist gleich dem
n-dimensionalen Durchmesser der Menge Sx* in der Norm des Raumes XP.

(3.1)

Linear unabhiingige Funktionale fl ,... ,fn E XP sind genau dann optimal, wenn
sie einen extremalen n-dimensionalen Teilraum fur die Menge Sx* in XP
aufspannen.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir ein Lemma von Singer und
R. Buck [3].

LEMMA 6. (I. Singer [12, pp. 15-20]). (i) Fur X o EX und einen linearen
Teilraum L C X gilt

inf II X o - x II = max If(xo)l.
xEL fELl.

11[[1"",1

(3.2)

(ii) Fur fo E X* und einen in der X-Topologie von X* abgeschlossenen
Teilraum M C X* gilt

min lifo - fll = sup Ifo(x)l.
fEM XEMl.

l[xiI,;:;1

(3.3)
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Beweis von Satz 3. Seienfl ,... ,fn Elemente aus XP und M deren lineare
Hillie. Da M endlichdimensional ist, ist es in der X-Topologie von XP
abgeschlossen. Nach Definition von J(A;ft ,... ,fn) und Lemma 6 gilt

J(A;jl ,...,j~) = sup Ii x Ii = sup II x II
f i (x)=O.i=I. ...• n xeM.L

p(x)";;! p(x)";;!

= sup sup I f(x)1
xeM.L feX'
Ilxll";;! Ilfll";;!

sup sup If(x)1
feX' xeM.L

Ilfll";;! p(x)";;!

= sup inf Ilf - g lip = dxp(Sx' ,M).
feX' geM

Ilfll";;l

Durchlauft (/1 ,... ,fn) alle n-Tupellinear unabhiingiger Funktionale von XP,
so durch1liuft Malle n-dimensionalen Teilrliume und unter Beachtung von
Lemma 3 fo1gt (3.1). Auch wird sofort klar, dass die Optimalitlit von
fl, ... ,fn die Extremalitlit des aufgespannten Teilraumes impliziert und
umgekehrt.

Bemerkung. Auf diese Weise kann man einen anderen Beweis von Satz 1
erhalten, indem man einen Satz von A. Garkavi [5] (vgl. Singer [12,
pp. 265-268]) heranzieht, der besagt, dass in jeder Menge in Dualraum X*
eines normierten Raumes ein extremaler Teilraum M C X* existiert.

Wir iibertragen nun Satz 3 auf einen Satz 2 analogen Fall.

SATZ 4. Sei Xo ein linearer normierter Raum mit Norm I . [0 , H ein stetig
in Xo eingebetteter Hilbertraum mit Norm II '11. Weiter sei

Xl = {x E H I sup [(x, Y)I < <Xl}.
lylo,,;;l.yeH

Dann ist Xl mit der Norm

I X 11:= sup I(x, Y)I
IYlo";;!

ein linearer normierter Raum und es gilt

(3.4)

(3.5)

(3.6)

mit SH = {x E H III x II < I} und SX
1

= {x E Xl II X 11 < 1}. Ein Orthogonal
projektor Pn : H -+ L n auf einen n-dimensionalen Teilraum Ln C H ist genau
dannjUr die Menge SHbezuglich der O-Norm optimal im Sinne von Satz 2, wenn
L n ein extremaler Teilraum jUr die Menge SX

1
bezug/ich derHilbertnorm ist.
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Bemerkung. 1st H dieht in Xo (was wir aber nieht benotigen), so nennt
Amann [2] die Raume Xo , H, Xl in normaler Lage. Aueh die Konstruktion
des Raumes Xl zu gegebenen Raumen Xo und H wird dort durehgeflihrt.

Beweis. Ohne Sehwierigkeit lasst sich verifizieren, dass Xl ein linearer
normierter Raum ist. Weiter Hisst sich zeigen, dass die Zuordnung der
Elemente x E Xl zu linearen Funktionalen J, die durch f( y) = (y, x) flir
y E H erklart sind, eine lineare lsometrie von Xl auf den Dualraum von H
der O-Norm liefert. Auf diese Weise lasst sich Satz 4 mit Hilfe von Satz 3
unter Hinzunahme des Beweisgedankens von Satz 2 und Lemma 1 beweisen.

4. BEISPIEL

Sei Xo = C(lJ) der Raum Funktionen u, die auf der abgeschlossenen
Hiille lJ eines beschrankten Gebietes Q des RN (N = 1,2, 3) definiert und
stetig sind. Xo trage die Maximumsnorm

Wir wollen die Menge

\ u 10 = sup I u(x)\.
XEtJ

(4.1)

mit linearen Methoden approximieren. Dabei seien W22(Q) bzw. Wl(Q) der
Sobolev-Raum der Funktionen auf Q mit quadratiseh integrierbaren verall
gemeinerten Ableitungen zweiter bzw. erster Ordnung und Wi(Q) die
Absehliessung in Wl(Q) aller unendlieh oft differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Trager in Q. SH ist die Einheitskugel in dem Hilbertraum4

H = W22(Q) n Wl(Q) mit dem inneren Produkt

(u, v) = fQ L1u L1v dx. (4.3)

Es ist bekannt (vgl. Agmon [1], und W. Smirnow [13]), wenn wir neben der
Besehranktheit von Q noeh die Zugehorigkeit des Randes zur Klasse C2

voraussetzen (flir N = 2 und 3), dass durch (4.3) mit II u II = (u, U)lj2 eine
Norm auf H definiert wird, die dort der W22(Q)-Norm aquivalent ist und
insbesondere H in dieser Norm vollstandig ist. Da wir N :0( 3 vorausgesetzt
hatten, gilt nach dem Sobolevsehen Einbettungssatz I u 10 :0( Co II u II mit

• FUr N = 1 konnen wir Xo mit C[a, b] und H mit dem Raum {x E C[a, b] I x(a) =
x(b) = 0, x' absolutstetig, x" E L 2 [0, I]} identifizieren.
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einer nur von Q und N abhangigen Konstanten Co • Auf die Raume Xo und H
treffen also die Voraussetzungen von Satz 4 zu.

SATZ 5. Fur den Durchmesser der Ordnung n der Menge SH (4.2) im
Raum Xo = C(Q) gelten die Abschiitzungen

(4.4)

mit nur von Q und N abhiingigen Konstanten c1 , C2 > O. Anders ausgedruckt:
Fur jedes naturUche n gibt es einen n-dimensionalen Teilraum H n C H und
einen Unearen Operator Pn : H ---+ Hn , so dass

fur aile x E H (4.5)

mit dn = O(n-a/2) gilt und es gibt keine Folge n-dimensionaler Teilriiume
H n C Xound Unearer Operatoren Pn : H ---+ H n , so dass (4.5) mit d n = 0(n-a/2)

gillfig ist.

Beweis. Es geniigt (4.4) zu zeigen, da der zweite Teil der Behauptung dann
unmittelbar aus Satz 2 folgt.

(i) Zunachst schatzen wir dn = d;(SH) nach oben abo Da Q beschrankt
o

vorausgesetzt ist, gibt es einen Kubus

K = {x E RN I a ~ Xi ~ a + h, i = I,... , N}

mit Q C K. Nach clem Calcleronschen Erweiterungssatz (vgl. Agmon [I])
lasst sich jedes u E H zu einer Funktion ii E W2

2(K) fortsetzen, so dass
u(x) = ii(x) flir jedes x E Q und

1/2(JK (JU)2 dX) ~ Call u II (4.6)

mit einer nicht von n abhangigen Konstanten ca > 0 gilt. Wir k6nnen u in
eine Fourierreihe nach Sinustermen entwickeln

u(X) = L ak sin 2rrhk1(x1 - a) ... sin 2rrhkN(xN - a),
k

wobei tiber aIle k = (k1 , ••• , k N ) mit natiirlichen k 1 , ••• , k N zu summieren ist.
Da il E U,?(K) ist, konvergiert die Reihe in der W2

2(K)-Norm und nach dem
Sobolevschen Einbettungssatz auch in der Maximumsnorm. Es ist
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(4.7)

mit einer nur von Q und N abhiingigen Konstanten C4 > 0. Fur I = 1,2,...
und m = IN setzen wir

PmU = L ak sin 27Thkl (XI - a) ... sin 27ThkN(X N - a),
Ikl~l

wobei I k I = max(kl , ... , k N ) bezeichnet. Unter Berucksichtigung von (4.7)
erhalten wir

1 U - Prnu 10::;:; L I ak I
Ikl>l

::;:; c51N /2-2 II U II.

Prn ist ein linearer Operator, der H in einen Teilraum von Xo = C(Q) der
Dimension m = IN abbildet. Es folgt daher

fUr m = IN, I = 1, 2,.... Berucksichtigt man, dass dn eine monoton fallende
Folge ist, so folgt hieraus die Gultigkeit der rechten Ungleichung in (4.4).

(ii) Urn eine untere Schranke fUr dn zu bekommen, wenden wir Satz 4 an,
dessen Voraussetzungen, wie bereits erwiihnt, fUr die in diesem Paragraphen
eingefUhrten Raume Xo und H erfUllt sind. Hiernach gilt dn = d';, (SH) =

o
dnH(Sx ), wobei Xl durch (3.4) gegeben ist und die Norm (3.5) triigt. Den

1

n-dimensionalen Durchmesser dnH(Sx ) der Einheitskuge1 in Xl schiitzen wir
mit einer Methode von W. Rudin [Ii] ab, mit der W. Rudin Durchmesser
von Klassen Lipschitzbeschrankter Funktionen und solcher beschriinkter
Variation in L 2[O, 1] bestimmte. Sei Hn ein be1iebiger n-dimensionaler
Teilraum von H. Es lasst sich eine orthonormierte Basis rpl ,... , rpn von H
finden, die sich wegen der SeparabilWit zu einem vollstiindigen Orthonormal
system rpl ,... , rpn , rpn+l ,... von H erweitern liisst. Sei rPl , ... , rP2n ein weiteres
Orthonormalsystem mit rPi E Xl fUr i = ] , ... , n. Aus der Parsevalschen
Gleichung folgt

n

II rPk 11
2 = L (rPk' rpi)2 + I (rPk' rpi)2

i=l i=n+l
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und nach Definition (1.1) der Abweichung dH(Sx , H n )
1

n

1 ~ I (if;k, fPi)2 + (dH(SX1' H n))2 I if;k I~
i=1

Summation von k = 1,... , 2n liefert unter Beachtung der Besselschen
Ungleichung

2n
211 ~ 11 + (dH(SXI ' Hn))2 L I if;k I~ .

k~1

Da H n beliebig war, folgt

d H(S ) ~ n
1

/
2

n Xl?' -(",~2n-I-'-"1-2)-I-/2'
~k~1 't'k 1

(4.8)

Wir mUssen nun ein passendes Orthonormalsystem if;1 ,... , if;2n finden. Sei fP
eine beliebige nicht identisch verschwindende Funktion aus Co"" [0, 1], der
Menge der auf dem Intervall [0, 1] definierten, beliebig oft differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Trager im offenen Intervall (0, 1). Weiter sei
Ko = {x E RN IOi ~ Xi ~ Oi + ho , i = 1,... , n} ein Kubus mit Katenlange
ho > 0, der ganz in Q liege. FUr jedes m = 1,2,... und k = (k1 , ... , kN ) mit
I k I = max(kl ,... , k N ) ~ 2m bezeichnen wir mit if;m.k Funktionen, die durch
die Bedingungen if;m.k E H und

TIN \ 2m ( ) k 11 f" k i - 1 Xi - Oi ~_~
CXm fP \-h- Xi - Oi - i + ur -2-- ~ h '" 2m

i~1 1 0 m 0

o sonst

festgelegt5 sind, wobei

2N / 2mN / 2

(c6ho)N /2 '
(4.9)

Die Bedingung (4.9) fUr CXm garantiert II if;m.k II = 1, was man unschwer
nachrechnet. Fur jedes m haben wir somit (2m)N Funktionen, von denenje
zwei Funktionen if;m.k und if;m.' fUr k :f= I zueinander orthogonal sind, da
die Trager von Jif;m.k und Jif;m., disjunkt sind. Wegen Jif;m.k E Co""(Q) gilt
fUr U E H

(u, if;m.k) = JQ Ju J if;m.k dx = - JQ uJ2if;m.k dx

I(u, !fm.k) I ~ I u 10 JQ I J2if;m.k I dx

5 Die Bestimmung der .pm k stellt ein Dirichletproblem mit verallgemeinerten Null
randwerten dar, was durch di~ Bedingung .pm.k E H = W.'(Q) n W1'(Q) ausgedriickt wird.
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und es foIgt fm.k E Xl mit

I fm.k 11 0::;; fQ IJ2fm.k Idx.

FUr I LJ 2fm.k I gilt die Abschiitzung

mit
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(4.10)

(4.11 )

I f(' I = sup I f('(t)!
tE[O.I]

und I f(''' I = sup I f('''(t)l.
tE[O.I]

Da LJ2fm.k ausserhalb eines Kubus der Kantenlange ho/2m verschwindet,
folgt mit Hilfe von (4.10), (4.11) und (4.9)

h N
I ./. ["::: C (_0_) mN /2+2 = Cm2- N /2't'm.k I ~ 7 2m 8' (4.12)

Setzen wir dies in (4.8) fUr n = 2N - l mN ein, denn fUr jedes m haben Wlr
2Nm N = 2 . 2N - l mN Funktionen fm.k , so erhalten wir

fUr alle n der Form n = 2N - I mN, m = 1,2'00' mit von n unabhangigen
Konstanten C9 und CIO ' Hieraus kann aber wegen der Monotonie der d n

auf die Giiltigkeit der linken Ungleichung in (4.4) fUr aile natUrlichen mit
einer von n unabhangigen Konstanten CI geschlossen werden.
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